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Введение: цифровая регистрация изображений сопровождается не только появлением погрешности, обусловлен-
ной конечным пространственным разрешением фотоматрицы, но и воздействием шума, вклад которого в полную по-
грешность уменьшается при увеличении апертуры фотосенсоров в матрице. Таким образом, изменение частоты дис-
кретизации оказывает противоположное влияние на погрешность дискретизации и погрешность, вызванную шумом. 
Цель: определение оптимальной частоты дискретизации изображений, обеспечивающей минимальную погрешность 
дискретизации при наличии шума. Результаты: исследована зависимость погрешности дискретного представления 
изображения от частоты дискретизации и уровня шума. Проведено моделирование процесса дискретизации изобра-
жения в присутствии шума. Построены зависимости среднеквадратического отклонения погрешности дискретизации, 
вызванной усечением спектра (уменьшением полосы пропускания фильтра нижних частот), и шумовой составляющей 
погрешности от частоты дискретизации. Сформулирована теорема о верхней границе теоремы отсчетов: при дискре-
тизации функции конечной длительности при наличии шума существует конечное минимальное значение погрешности 
дискретизации, определяемое формой спектра функции и уровнем шума. Практическая значимость: результаты ис-
следований целесообразно использовать при выборе фотоматрицы по числу пикселей для регистрации изображений 
в присутствии шума, а также при выборе полосы пропускания фильтра нижних частот для первичной обработки циф-
рового изображения.
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Введение

Преобразование реального «физического» 
изображения в цифровую форму состоит из двух 
процедур — дискретизации и квантования, 
каждая из которых сопровождается появлени-
ем специфических погрешностей. Далее рассма-
тривается дискретизация изображений по про-
странственным координатам и свойственные ей 
погрешности, определяющие отличие цифрового 
изображения от исходного аналогового и, соот-
ветственно, устанавливающие предел точности 
последующей цифровой обработки.

Цифровая регистрация изображений всегда 
сопровождается появлением шума — дефектов 
изображения, вносимых фотосенсорами и элек-
тронным оборудованием, обусловленных несо-
вершенством технологий и фотонной природой 
света. 

Рассмотрим задачу цифровой регистрации 
изображения как процесс пространственной дис-
кретизации непрерывной функции яркости ис-
ходного изображения. Существенным условием 

задачи является конечный размер изображения 
и, соответственно, бесконечный спектр простран-
ственных частот. Восстановление пространствен-
но-дискретного изображения производится с по-
мощью интерполяционных функций конечной 
длительности, поэтому в восстановленном изо-
бражении появляются ошибки — ошибки дис-
кретизации.

Методы минимизации погрешности дискрети-
зации сигналов в цифровой связи рассмотрены, 
например, в работе [1]. Цифровая регистрация 
изображений имеет свои особенности [2]. В ре-
альных системах дискретизации изображений 
в отличие от идеального случая выполняются 
следующие условия:

— дискретизирующая решетка имеет конеч-
ные размеры;

— ширина дискретизирующих импульсов за-
метно отличается от нуля.

Практически операция дискретизации осу-
ществляется измерением сигнала с помощью 
датчика, который проводит усреднение по неко-
торой конечной площадке (апертуре). 
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Требования к величине погрешности дискре-
тизации определяются областью применения и 
стоящими задачами. Достаточно широкой обла-
стью обработки изображений является цифровая 
голография. Применение цифровой голографии 
открывает широкие возможности для качествен-
ного и, более того, точного количественного ана-
лиза свойств объекта, таких как смещение точек 
поверхности при анализе деформаций, опреде-
ление формы объекта, измерение коэффициента 
преломления в прозрачных средах, изучение тра-
екторий частиц, микроскопия, радиоголография, 
помехоустойчивое кодирование и многое другое 
[3–11]. В упомянутых случаях изменение состо-
яния изучаемого объекта приводит к изменению 
объектной волны и получаемой интерференцион-
ной картины, которая записывается цифровым 
образом. Влияние дискретности на точность вос-
произведения цифровых изображений рассмо-
трено во многих работах, например, в [12–15], но 
в них основной задачей является выбор периода 
дискретизации изображения исходя из ширины 
пространственного спектра и не учитывается на-
личие шума в изображении.

Существует широкий круг задач, в которых 
требуется получение изображений особо высоко-
го пространственного разрешения: медицина [16, 
17], астрономия и микроскопия [18], обработка 
данных дистанционного зондирования Земли 
[19], компьютерное зрение [20], криминалистика 
[21] и т. д. В [22] рассмотрен метод оптимального 
линейного сверхразрешающего восстановления 
изображений, в котором учтено наличие шу-
ма, но не исследована взаимосвязь частоты про-
странственной дискретизации и уровня шума, 
фиксируемого в цифровом изображении.

Результаты моделирования

Главным фактором, определяющим выбор 
частоты дискретизации, является ширина про-
странственного спектра регистрируемого изо-
бражения. Нижнюю границу частоты дискрети-
зации определяет теорема отсчетов, требующая 
в идеальном случае частоты дискретизации не 
менее удвоенной граничной частоты спектра изо-
бражения. При невыполнении этого условия воз-
никает алиасинг — эффект наложения соседних 
по оси частот копий дискретного спектра, приво-
дящий к искажению дискретного изображения, 
в частности, появлению муара. При дискрети-
зации изображений со спектром, не имеющим 
четко выраженной граничной частоты, выбор 
частоты дискретизации часто сводится к макси-
мальному значению, которое доступно в данной 
ситуации с точки зрения аппаратных возмож-
ностей, так как действует однозначное правило: 

чем больше частота дискретизации, тем меньше 
погрешность дискретизации, вызванная потерей 
части спектра сигнала выше половины частоты 
дискретизации. 

При рассмотрении двумерных изображений 
используется их описание в матричной форме, 
соответствующей числу и расположению фото-
сенсоров в прямоугольной фотоматрице. Частота 
дискретизации по каждой координате опреде-
ляется шагом сенсоров по строкам и столбцам 
матрицы. В большинстве случаев шаг их разме-
щения по обеим координатам одинаков, поэтому 
для уменьшения объема вычислений при иссле-
довании процесса дискретизации достаточно рас-
сматривать одну строку изображения.

При дискретизации с частотой d одномерной 
функции яркости s(t) изображения размером ts, 
имеющей бесконечный спектр S(j), и последу-
ющем восстановлении функции s(t) с помощью 
фильтра нижних частот (ФНЧ) с частотой среза 
d/2 происходит подавление спектра выше часто-
ты d/2, т. е. восстановленное изображение имеет 
спектр

Sd(j) {S(j), –d/2 < < d/2; Sd(j)0, 

  –d/2,   d/2}.

Погрешность, обусловленная искажением 
функции s(t) вследствие усечения спектра, явля-
ется методической погрешностью, возникающей 
при дискретизации любой физически реализуе-
мой функции. Эту погрешность далее будем на-
зывать погрешностью дискретизации.

Проведем анализ зависимости погрешности 
дискретизации от частоты дискретизации для 
элементарного изображения, содержащего одну 
узкую полосу на черном фоне, путем моделирова-
ния в среде MATLAB. Функция яркости выбран-
ного изображения имеет вид

s(nT) sin(n/16 + ) при n1 < n < n2; s(nT) 0 

при n  n1, n  n2, 

где n1, …, 2048; Tts/2048; n11016; n21032; 
частота дискретизации d1/T2048/ts. 

График функции s(nT) приведен на рис. 1. 
Вещественная часть спектра S(k) функции 

s(nT) представлена на рис. 2, а. 
Уменьшим в два раза частоту дискретизации 

(с соответствующим уменьшением частоты среза 
ФНЧ), тогда спектр Sd(k) примет вид, показан-
ный на рис. 2, б.

Фрагмент функции sd(nT) демонстрирует ис-
кажения, возникающие в результате подавления 
высокочастотной части спектра (рис. 3). 

Оценим погрешность дискретизации с помо-
щью среднеквадратического отклонения функ-
ции sd(nT) от s(nT).
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  Рис. 1. Функция яркости изображения: a — полный вид функции s(nT); б — увеличенный фрагмент
  Fig. 1. Image brightness function: a — full view of the function s(nT); б — enlarged fragment
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  Рис. 2. Спектр изображения: а — исходный; б — после фильтрации
  Fig. 2. Image spectrum: а — original; б — after filtering
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  Рис. 3. Функция яркости восстановленного изобра-
жения

  Fig. 3. Brightness function of the reconstructed image
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  Рис. 4. Зависимость погрешности дискретизации 
от частоты дискретизации

  Fig. 4. Dependence of the sampling error on the sam-
pling frequency
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Зависимость погрешности дискретизации от 
частоты дискретизации d показана на рис. 4.

Кроме физической нереализуемости изобра-
жений с ограниченным спектром, в условие тео-
ремы отсчетов входит и другая нереализуемая 
идеализация, которая обычно в этой связи не 
упоминается, — отсутствие шума. В реальных 
изображениях всегда присутствует шум, но его 
вклад в полную погрешность цифрового изобра-
жения зависит от плотности размещения фото-
сенсоров в матрице и их апертуры [2]. Увеличение 
размера фотосенсоров и, соответственно, умень-
шение шага их размещения приводит к сглажи-
ванию дискретного изображения и уменьшению 
шума. Таким образом, изменение частоты дис-
кретизации оказывает противоположное вли-
яние на погрешность дискретизации и погреш-
ность, вызванную шумом. Для исследования 
этого явления было проведено моделирование 
в среде MATLAB процесса дискретизации функ-
ции s(nT), приведенной на рис. 1, в присутствии 
шума и последующего восстановления — форми-
рования функции sd(nT) (см. рис. 3). В качестве 
источника шума использовался генератор бело-
го шума awgn — встроенная функция MATLAB. 
Рассчитывалось отдельно среднеквадратическое 
отклонение погрешности дискретизации, вы-
званной усечением спектра (уменьшением по-
лосы пропускания ФНЧ), и шумовая составля-
ющая погрешности — среднеквадратическое от-
клонение шума после прохождения ФНЧ.

Зависимости этих погрешностей от часто-
ты дискретизации при отношении сигнал/шум 
40 дБм показаны на графиках (рис. 5).

Зависимость среднеквадратического значения 
полной погрешности (дискретизации и шумовой 
составляющей) от частоты дискретизации приве-
дена на рис. 6.

Из графика видно, что полная погрешность 
дискретизации имеет выраженный минимум 
при некоторой частоте дискретизации, завися-
щей от формы функции яркости изображения 
и, соответственно, скорости убывания ее спек-
тра и интенсивности шума. Отсюда следует, что 
при выборе периода дискретизации изображения 
(выборе шага расположения элементов фотома-
трицы) надо учитывать не только характери-
стики фиксируемого изображения, но и уровень 
шума. Таким образом, можно сформулировать 
теорему о верхней границе теоремы отсчетов для 
функций ограниченной длительности при нали-
чии шума: при дискретизации функции конеч-
ной длительности при наличии шума существует 
конечное минимальное значение погрешности 
дискретизации, определяемое формой спектра 
функции и уровнем шума.

Варианты практического применения полу-
ченных результатов зависят от области примене-
ния и условий получения изображений:

1. Регистрация однотипных изображений 
в схожих шумовых условиях, например аэрофо-
тосъемка. В этом случае параметры изображения 
и шума учитываются при выборе фотоматрицы 
по числу пикселей. Второй способ: при исполь-
зовании матрицы с большим числом пикселей 
выбирается ФНЧ для первичной обработки циф-
рового изображения с полосой пропускания, рав-
ной половине оптимальной частоты дискретиза-
ции, обеспечивающей минимальную суммарную 
погрешность.
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  Рис. 5. Зависимость среднеквадратических по-
грешностей от частоты дискретизации: 1 — погреш-
ность дискретизации; 2 — шумовая составляющая

  Fig. 5. Dependence of the root mean square errors on 
the sampling frequency: 1 — sampling error; 2 — noise 
component
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  Рис. 6. Зависимость полной погрешности от часто-
ты дискретизации

  Fig. 6. Dependence of the total error on the sampling 
frequency
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2. Фотоматрица универсального применения. 
Для минимизации погрешности дискретизации 
возможна оценка уровня шума и характера изо-
бражения путем цифровой предобработки изо-
бражения, фиксируемого фотоматрицей, и на-
стройка адаптивного ФНЧ, который формирует 
выходное изображение при оптимальной гранич-
ной частоте.

Заключение

В работе проведено исследование полной по-
грешности дискретизации изображений в при-
сутствии шума. Показано, что изменение часто-
ты дискретизации оказывает противоположное 
влияние на погрешность дискретизации и по-
грешность, вызванную шумом. В результате мо-
делирования процесса дискретизации изобра-
жения в присутствии белого шума установлено, 

что существует оптимальное значение частоты 
дискретизации, зависящее от формы простран-
ственного спектра изображения и уровня шума. 
Полученные результаты изменяют подход к вы-
бору фотоматрицы по количеству пикселей и да-
ют возможность минимизировать погрешность 
дискретизации.
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Introduction: Digital registration of images is accompanied not only by an error caused by finite spatial resolution of the photo 
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