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Введение: многоуровневая flash-память благодаря высокой плотности записи занимает доминирующее место на 
рынке энергонезависимых устройств хранения данных и интенсивно используется для хранения данных в весьма об-
ширной сфере приложений. Повышение плотности записи, достигаемое за счет уменьшающегося физического размера 
ячейки наряду с возрастающим количеством используемых состояний, приводит к снижению надежности хранения 
данных, что требует использования помехоустойчивого кодирования. Цель: исследование потенциальных возможностей 
помехоустойчивого кодирования для одной из основных моделей многоуровневой NAND flash-памяти в зависимости 
как от условий записи и хранения данных, так и заданного уровня надежности хранения данных. Результаты: в явном 
виде получены соотношения, связывающие между собой основные параметры гипотетических кодов, обеспечиваю-
щих заданный уровень надежности хранения данных для одной из возможных моделей flash-памяти, которая описывает 
страницу чипа памяти как систему с независимыми многоуровневыми ячейками. С использованием полученных соот-
ношений устанавливаются обменные соотношения между скоростью гипотетического кода, его длиной и минимальным 
расстоянием. Показано, что функция, описывающая зависимость минимального расстояния кода от его скорости, име-
ет минимум, который соответствует параметрам (гипотетического) кода с наименьшим расстоянием и, следовательно, 
с потенциально невысокой сложностью декодирования. Скорости таких кодов для типичных случаев оказываются весь-
ма близкими к пропускной способности канала (разница составляет примерно 2–3 %). Практическая значимость: по-
лученные результаты позволяют оценить степень близости параметров конкретной схемы кодирования для flash-памяти 
к их предельным значениям. Показано, что для типичных значений параметров канала хранения данных flash-памяти ми-
нимальное расстояние гипотетического кода с потенциально невысокой сложностью декодирования составляет 4 или 5, 
а длины соответствующих кодов варьируются в пределах примерно от 600 до 900. При этом оказывается, что увеличе-
ние числа циклов перезаписи и (или) длительности хранения данных при сохранении требуемой надежности хранения 
данных приводит к уменьшению длины гипотетического кода с потенциально невысокой сложностью декодирования. 

Ключевые слова — многоуровневая NAND flash-память, канал записи, граница случайного кодирования, граница 
Варшамова — Гилберта. 

Введение

Увеличение плотности записи в многоуров-
невой flash-памяти достигается за счет умень-
шения разницы между соседними пороговыми 
уровнями напряжения в ячейке. Это приводит 
к возрастанию влияния шума записи/считыва-
ния и других факторов, снижающих надежность 
хранения данных. Как отмечалось в работе [1], 
вероятность ошибки (raw bit error rate) в мно-
гоуровневой NAND flash-памяти оказывается 
неприемлемо высокой — порядка 10–4 и более, 
тогда как требуемая вероятность ошибки лежит 
в диапазоне 10–1210–16. В результате обеспечение 
требуемой надежности хранения данных может 
быть достигнуто лишь при использовании поме-
хоустойчивого кодирования. 

К настоящему времени предложено доволь-
но много вариантов помехоустойчивого кодиро-
вания, предназначенного для многоуровневой 
NAND flash-памяти: коды БЧХ, коды Рида — 
Соломона, низкоплотностные коды, решетчатые 

коды (см., например, публикации [2–8]). Отме-
тим, что на практике в большинстве чипов с мно-
гоуровневой NAND flash-памятью используют-
ся коды БЧХ, что объясняется приемлемой (для 
индустрии) сложностью реализации декодеров 
БЧХ-кодов. 

Как представляется, объективный сравни-
тельный анализ эффективности предложенных 
вариантов помехоустойчивого кодирования для 
flash-памяти должен включать, наряду с тради-
ционными характеристиками, и сопоставление 
с характеристиками, полученными на основе 
теоретико-информационного анализа. В данной 
работе в качестве таких характеристик рассма-
триваются параметры гипотетических кодов, 
обеспечивающих заданный уровень надежности 
хранения данных. Под гипотетическим кодом 
далее понимается код, для которого вероятность 
ошибки декодирования Pe кодового блока (слова) 
по максимуму правдоподобия удовлетворяет не-
равенству Pe < 2–nE(R), где E(R) — экспонента слу-
чайного кодирования. Как правило, гипотетиче-
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ский код является случайным кодом и поэтому 
не имеет регулярной структуры. Параметры ги-
потетических кодов находятся с использованием 
а) границ случайного кодирования для много-
уровневой NAND flash-памяти, полученными 
в работе [1], и б) границы Варшамова — Гилберта 
для q-ичных блоковых кодов. Полученные таким 
образом параметры представляют собой своего 
рода опорные отметки, т. е. они позволяют оце-
нить, в какой степени конкретная схема кодиро-
вания для flash-памяти близка к потенциально 
предельным возможностям. 

Модель канала

Модель, описывающая канал записи flash-
памяти и используемая в настоящей работе, с не-
обходимыми деталями, обоснованиями и ссыл-
ками подробно рассмотрена в работе [1]. Здесь 
для связности изложения приводится краткое 
формальное описание этой модели. 

В изучаемой модели блок flash-памяти рас-
сматривается как множество независимых яче-
ек. В работе [1] и здесь полагается, что физиче-
ский носитель может рассматриваться как ста-
ционарный канал без заметной тенденции к па-
кетированию ошибок, поэтому математическая 
модель представляет собой модель канала без 
памяти, которая полностью определяется моде-
лью одиночной ячейки flash-памяти. Входные 
уровни каждой ячейки принимают некоторые 
фиксированные значения x0, x1, …, xq–1, а вы-
ходные значения представляют собой случайные 
величины. Распределения этих случайных вели-
чин параметризованы значениями x0, x1, …, xq–1 
и описываются условными функциями плотно-
сти вероятности py|x(y|x), где –<y<, x  x0, x1, 
…, xq–1. Условные функции плотности вероятно-
сти py|x(y|x) задаются следующим образом:
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В равенстве (1) использованы следующие обо-
значения: p0( · | · )

 
— функции плотности вероят-

ности, задающие распределения номинальных 
выходных значений; pr( · ), pc( · ), pd( · ) — функции 
плотности вероятности, определяющие соответ-
ственно влияние записи/стирания, взаимную 
интерференцию ячеек и влияние времени хра-
нения (детали и пояснения — см. [1]). Знаком * 
в правой части равенства (1) обозначена операция 
свертки.

Как и в работе [1], будем далее считать, что 
q  4 и в рассматриваемом примере значения но-

минальных, или начальных, уровней x0, x1, …, x3 
равны: x0  1,4, x1  2,6, x2  3,2, x3  3,93.

Функции плотности вероятности p0( · | · ), зада-
ющие распределения начальных уровней, опре-
делены как гауссова плотность для x  x0 
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i  1, 2, …, q – 1;1  2  3  0,2.
Функция плотности вероятности pr( · )

 
задает-

ся как двусторонняя симметричная экспоненци-
альная плотность 
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где параметр r 
связан с числом циклов запи-

си/стирания N зависимостью ,r K N   
K  0,00025.

Функция плотности вероятности pc( · ) в рас-
сматриваемой модели задана как усеченная гаус-
сова плотность, т. е. она имеет вид 
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где с — нормирующий коэффициент, обеспечи-
вающий выполнения равенства d 1( ) ,cp y y
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а остальные параметры имеют значения wc  0,1μc 
и c  0,4μc, μc  0,2. Функция плотности вероят-
ности pd( · )

 
задается как нормальная плотность 
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где величины μd иd определяются как 
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В этих выражениях, как и ранее, N обознача-
ет число циклов перезаписи; T — время хране-
ния; T0 

—
 
интервал времени, соответствующий 

одному часу; Ks  0,38, Kd  10–4 и Km  4 · 10–6.
Функции плотности вероятности py|x(y|x) мо-

гут быть найдены численно в соответствии с ра-
венствами (1). Для некоторых значений вели-
чин N и T функции py|x(y|x) могут быть с прием-
лемой точностью аппроксимированы гауссовыми 



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 3, 201666

КОДИРОВАНИЕ И ПЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ

плотностями. Детали аппроксимации приведены 
в работе [1]. Рассмотренная модель, определяемая 
функциями плотности вероятности py|x(y|x) или 
их гауссовыми аппроксимациями, называемая 
также моделью с гауссовым шумом, стандартное 
отклонение которого зависит от входного значе-
ния (input-dependent additive Gaussian noise) [9], 
допускает обобщение на большее число входных 
уровней, в частности, на шесть, восемь и двенад-
цать уровней [3]. Такое обобщение не представля-
ется сложным и может быть при необходимости 
выполнено. 

Параметры кодов, обеспечивающих 
заданный уровень надежности 

С использованием построенных границ слу-
чайного кодирования для вероятности ошибки 
на блок можно оценить параметры гипотетиче-
ского блокового кода, позволяющего достичь тре-
буемого уровня надежности хранения данных. 
Оценивание основных параметров корректиру-
ющего гипотетического кода для канала flash-
памяти далее выполняется на основе границы 
случайного кодирования, рассмотренной в рабо-
те [1], для декодера максимального правдоподо-
бия, использующего непрерывный выход канала 
(мягкие решения). Практическая реализация 
такого, строго оптимального, алгоритма декоди-
рования может оказаться затруднительной и да-
же неприемлемой для систем flash-памяти из-за 
высокой сложности. Возможным выходом может 
быть применение субоптимальных алгоритмов 
[10, 11]. Ключевая особенность этих и подобных 
им алгоритмов состоит в том, что сравнительно 
простой алгоритм декодирования выполняется 
несколько раз для различных вариантов форми-
рования жесткого выхода канала (квантования), 
а окончательное решение принимается с исполь-
зованием результатов этих попыток декодирова-
ния и непрерывного выхода канала. Такие алго-
ритмы были разработаны несколько десятилетий 
назад, но интерес к ним вновь возник, и они ока-
зались востребованными при проектировании 
высокоскоростных систем передачи и хранения 
информации. Алгоритмы декодирования из это-
го класса очень незначительно уступают по ве-
роятности ошибки декодирования оптимальным 
алгоритмам, использующим непрерывный выход 
канала, но в ряде случаев значительно превосхо-
дят их по сложности реализации. Заметную долю 
сложности таких алгоритмов составляет слож-
ность алгебраического или комбинаторного деко-
дирования жесткого выхода канала, поскольку 
на этой стадии выполняется несколько попыток 
декодирования. Сложность алгебраического де-
кодирования зависит от многих параметров, и од-
ним из важнейших факторов, влияющих на слож-

ность, является кратность исправляемых ошибок, 
определяемая минимальным расстоянием кода. 
Поэтому минимальное расстояние кода и граница 
вероятности ошибки для декодирования в канале 
с непрерывным выходом могут рассматриваться 
как основы для оценки параметров кода для суб-
оптимального алгоритма декодирования. 

Примем для определенности, что надежность 
хранения данных оценивается требуемым уров-
нем вероятности ошибки на бит Pb.

 
Альтернатив-

ным выбором критерия для оценки надежности 
хранения данных может быть вероятность ошиб-
ки на блок. Выбор в качестве критерия вероят-
ности ошибки на бит представляется более при-
емлемым, поскольку в этом случае не возникает 
вопрос о длине блока, разрешение которого хотя 
и является важным для практических приложе-
ний, может создать ненужные трудности при тео-
ретическом рассмотрении. 

Предположим, что канал описывается рассмо-
тренной моделью многоуровневой ячейки flash-
памяти. Теорема кодирования для канала без 
памяти [12] утверждает, что существует блоко-
вый код длины n, объема M слов, со скоростью R, 
R  n–1log2M

 
бит/символ канала, для которого ве-

роятность ошибки на блок Pe ограничена сверху 
как 
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Важное следствие из теоремы кодирования 
состоит в том, что пропускная способность кана-
ла С и функция Галлагера (4) связаны соотноше-
нием 

0

0

( , )
max .

x

x

p

E p
C



 




Важной характеристикой канала является 
вычислительная скорость канала R0, определяе-
мая как 
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Эта величина может рассматриваться как 
предельное значение практически достижимой 
скорости кода.



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 3, 2016 67

КОДИРОВАНИЕ И ПЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ

 Для решения задачи оценивания параметров 
кода требуется связать вероятность ошибки на 
бит Pb с вероятностью ошибки на блок Pe. Для 
этого обозначим через Ps вероятность ошибки 
в одном q-ичном кодовом символе, возникающей 
в результате неверного декодирования кодового 
блока, и найдем сначала связь между вероятно-
стью ошибки на блок Pe и величиной Ps, а потом 
выразим Pb 

через Ps.
При ошибочном декодировании декодер от-

дает получателю кодовое слово, отличающееся 
от истинного слова в некотором числе символов. 
Наиболее вероятным будет ошибочное декодиро-
вание в пользу ближайшего слова кода, т. е. от-
личающегося от истинного в d символах, где d — 
минимальное расстояние кода. Поэтому в первом 
приближении можно считать, что с приемлемой 
точностью выполняется соотношение (см. так-
же [13]) 

 
,s e e

d
P P P

n
    (5) 

где  d/n. Вероятность ошибки на символ и ве-
роятность ошибки на бит связаны неравенствами 

 21( / log ) .s b sq P P P   (6) 

Тогда с использованием выражений (3)–(6) мож-
но записать, что существует код, для которого 
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Величина  и скорость кода R могут быть свя-
заны между собой границей Варшамова — Гил-
берта. Для случая q-ичных кодов эта граница мо-
жет быть сформулирована как [14] 
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и при n   представлена в виде

 2log ( ),R q h    (8) 

где h(x)  xlog2q – xlog2x – (1 – x)log2(1 – x). Пола-
гая в выражениях (7) и (8) выполнение равенств, 
можно записать, что параметры кода n и  для 
требуемого значения вероятности ошибки на бит 
Pb 

могут быть заданы как функции от скорости 
кодирования R, 0 < R < C, в виде
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Определим также величину 

 
( ) ( ) ( ).d R R n R   (11)

Итак, выражения (9)–(11) в совокупности ус-
танавливают взаимосвязь между длиной и ми-
нимальным расстоянием гипотетического кода, 
который обеспечивает заданную вероятность 
ошибки на бит Pb.

Численные результаты

Зависимости d(R) и n(R) вычислены согласно 
выражениям (9)–(11) при заданных значениях 
вероятности ошибки на бит Pb  10–12 и Pb  10–14. 
Результаты вычислений представлены на рис. 1–4.

Как видно из приведенных графиков, кри-
вая d(R) имеет минимум, который соответству-
ет параметрам (гипотетического) кода с наи-
меньшим расстоянием и, следовательно, с малой 
сложностью декодирования. Этому минимуму 
соответствует точка на графике n(R), определя-
ющая длину этого кода с потенциально невысо-
кой сложностью декодирования. Как следует 
из рис. 1, для Pb  10–12, N  100, T  1 мес. этот 
код имеет минимальное расстояние d  4, дли-
ну 850 и скорость R  1,95 бит/символ канала 
(бит/ячейку). Из рис. 2, представляющего канал 
записи с другими параметрами, следует, что для 
Pb  10–12, N  1000, T  12 мес. параметры кода 
с потенциально небольшой сложностью имеют 
значения d  4, n  600, R  1,93 бит/символ ка-
нала. Рис. 3 и 4 иллюстрируют взаимосвязь па-
раметров (гипотетического) кода для случая, 
когда требуемая вероятность ошибки и Pb  10–14. 
При числе циклов перезаписи N  100 и времени 
хранения T  1 мес. код с потенциально невысо-
кой сложностью декодирования имеет парамет-
ры d  4, n  900 и скорость R  1,95 бит/символ 
канала. При увеличении числа циклов пере-
записи N до 1000 и длительности хранения дан-
ных T до 12 мес. параметры кода с потенциаль-
но небольшой сложностью принимают следую-
щие значения: d  5, n  700, R  1,93 бит/символ 
канала.

Как видим, снижение требуемой вероятности 
ошибки Pb на два порядка — с 10–12

 до 10–14 — 
сопровождается увеличением длины гипотетиче-
ского кода примерно в 1,07–1,2 раза. Увеличение 
числа циклов перезаписи и (или) длительно-
сти хранения данных при сохранении требуе-
мой надежности хранения данных, наоборот, 
приводит к уменьшению длины гипотетическо-
го кода с потенциально невысокой сложностью 
декодирования. Отметим также, что скорость 
указанных гипотетических кодов (с потенци-
ально невысокой сложностью декодирования) 
оказывается весьма близка к пропускной спо-
собности канала записи — разница составляет
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примерно 2,4 % (в случае N  100, T  1 мес.) и 
примерно 3,3 % (в случае N  1000, T  12 мес.).

Разумеется, приведенные значения могут слу-
жить лишь предварительными и приблизитель-
ными ориентирами для поиска параметров реа-

лизуемых схем кодирования для каналов flash-
памяти. Очевидно также, что если величина ско-
рости кода, соответствующая наименьшему зна-
чению минимального расстояния, оказывается 
недостаточной (или избыточность кода слишком 

  Рис. 2.  Графики функций d(R) и n(R) для Pb  10–12, N  1000, T  12 мес.

  Рис. 1.  Графики функций d(R) и n(R) для Pb  10–12, N  100, T  1 мес.

  Рис. 3.  Графики функций d(R) и n(R) для Pb  10–14, N  100, T  1 мес.

  Рис. 4.  Графики функций d(R) и n(R) для Pb  10–14, N  1000, T  12 мес.
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велика) для практических приложений, то сле-
дует сместиться по графикам d(R) и n(R) вправо 
и выбрать код с бо �льшим минимальным расстоя-
нием и большей длиной. Например, для достиже-
ния скорости кода R  R0  1,9982 бит/символ ка-
нала при N  1000, T  12 мес., Pb  10–12 параме-
тры кода должны быть порядка n  7000...8000 и 
d  8...9, и в этих пределах следует проводить даль-
нейший поиск приемлемых вариантов. Еще раз 
стоит обратить внимание, что приведенное рас-
смотрение и примеры справедливы при использо-
вании непрерывного выхода канала. Указанный 
подход может быть непосредственно распростра-
нен для исследования схем кодирования в кана-
ле записи с квантованным выходом. Также полу-
ченные оценки могут быть полезны для выбора 
параметров кодов и для важных для практики 
субоптимальных алгоритмов декодирования, ис-
пользующих мягкий выход канала. 

Заключение

В работе был рассмотрен круг вопросов, свя-
занных с оценкой параметров гипотетических ко-
дов, обеспечивающих заданный уровень надеж-
ности хранения данных применительно к одной 
из возможных моделей flash-памяти. Эта модель 
описывает систему с независимыми многоуров-
невыми ячейками. Распределение выходных зна-
чений представляет собой случайную величину, 
определенную на множестве одиночных элементов 
памяти, распределение которой существенно за-
висит от ряда мешающих факторов, включающих 
влияние циклов записи/стирания, взаимную ин-
терференцию ячеек и влияние времени хранения 
данных. В рассматриваемой модели предполагает-
ся отсутствие группирования искажений, поэтому 
канал хранения данных описывается моделью без 
памяти с непрерывным выходом. Такая модель 
задает наилучшее использование выхода канала. 
Параметры гипотетических кодов определялись 
путем комбинирования границ случайного коди-
рования для многоуровневой NAND flash-памяти, 
полученными в работе [1], и границы Варшамова — 
Гилберта для q-ичных блоковых кодов.

На основе представленных результатов можно 
сформулировать следующие выводы:

— функция d(R), описывающая зависимость 
минимального расстояния кода от скорости R, 

имеет минимум, который соответствует параме-
трам (гипотетического) кода с наименьшим рас-
стоянием и, следовательно, с потенциально невы-
сокой сложностью декодирования;

— для типичных значений параметров кана-
ла хранения данных flash-памяти минимальное 
расстояние гипотетического кода с потенциально 
невысокой сложностью декодирования составля-
ет 4 или 5; при этом длины кодов n варьируются 
в ориентировочных пределах 600–900;

— снижение требуемой вероятности ошибки 
Pb 

на два порядка (с 10–12 до 10–14) сопровожда-
ется увеличением длины гипотетического кода 
примерно в 1,07–1,2 раза;

— увеличение числа циклов перезаписи и 
(или) длительности хранения данных при сохра-
нении требуемой надежности хранения данных 
приводит к уменьшению длины гипотетического 
кода с потенциально невысокой сложностью де-
кодирования; 

— скорость указанных гипотетических кодов 
(с потенциально невысокой сложностью декоди-
рования) оказывается весьма близкой к пропуск-
ной способности канала — разница составляет 
примерно 2,4 % (в случае N  100, T  1 мес.) и 
примерно 3,3 % (в случае N  1000, T  12 мес.). 

Приведенные результаты получены, как от-
мечалось, для модели канала с непрерывным 
выходом. На практике сигнал, считываемый из 
ячейки flash-памяти, подвергается равномер-
ному квантованию (uniform sensing quantiza-
tion) на 16–32 уровня. Предложенный в данной 
работе подход может быть непосредственно рас-
пространен и на модель с квантованным вы-
ходом. Представляется весьма вероятным, что 
введение 16-уровневого и тем более 32-уровне-
вого квантования не приведет к сколько-нибудь 
существенному изменению приведенных выше 
основных выводов. В пользу этого говорит и тот 
факт, что введение квантования для конкретных 
кодовых схем (см., например, [6, 7]) не приводит 
к заметному снижению эффективности кодиро-
вания. 

Работа выполнена при поддержке Минобр-
науки РФ при выполнении научно-исследо-
вательской работы в рамках проектной ча-
сти государственного задания в сфере науч-
ной деятельности по заданию № 2.2716.2014/К 
от 17.07.2014.
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Introduction: Multilevel flash memory due to its higher recording density has a dominant position at the market of non-volatile 
storage devices, being used extensively in a very wide range of applications. Increasing the recording density achieved by decreasing 
the physical size of a cell, and the increasing number of states lead to a decrease in the reliability of the data storage and to the need of 
error-correcting coding. Purpose: The goal is to study the capabilities of error-correcting coding for a model of multilevel NAND flash 
memory depending on the conditions of the recording and on a given level of the data storage reliability. Results: Explicit relations have 
been obtained connecting the main parameters of the hypothetical codes which provide a given level of data storage reliability for a flash 
memory model specifying a memory page as a system with independent multilevel cells. Using the obtained dependencies, trade-off 
relationships are set up for a hypothetical code between its rate, length and minimum distance. It is shown that the function describing 
the dependence of the minimum distance on the code rate has a minimum which corresponds to a code with the smallest distance and, 
hence, with a potentially low decoding complexity. Rates of such codes for typical cases are very close to the channel capacity (the 
difference is about 2-3%). Practical relevance: The obtained results allow us to estimate how close the parameters of a coding scheme 
for flash memory are to their limit values. It is shown that for the typical values   of flash memory data-storage channel parameters, the 
minimum distance of a hypothetical code with a potentially low decoding complexity is 4 or 5, and the length of the respective codes are 
in the range from 600 to 900. A larger number of the rewriting cycles and/or longer duration of data storage with the same required 
reliability lead to a shorter hypothetical code with a potentially low decoding complexity.

Keywords — Multilevel NAND Flash Memory, Recording Channel, Random Coding Bound, Varshamov–Gilbert Bound.
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